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用解析和数值方法研究动量淀积深度分布

张莱1许峰2张竹林2
l(安徽理工大学计算机科学与技术系 淮南232001)

2(安徽理工大学数理系淮南232001)

摘要基于解析和数值两种方法，作者研究了aazov于1994年提出的计算由原子弹性碰撞引起动量淀积的

空间分布。本文证明了G1azov推导出的积微分方程是不正确的，因为其中将两个原本独立的变量“纠缠”起

来。分布函数在靶表面的“奇点”正是由这种“纠缠”引起的。动量淀积分布函数所满足的传统Bolt珊aIln

输运方程与Glazov方程并不等价。所以，由Glazov方程推导出的一切结果就都成问题了。另一方面，作者证

明了由Glazov同样的高精度计算(通常，l=300阶矩，28位小数)精度不足以再现G1azov文中的大部分图表。

在这个工作中，作者用Pad6逼近以及更高精度(疗=980阶矩，500位小数)计算了动量淀积分布函数的富利

叶变换^屯叩)和五(∞。我们的数值计算结果表明：对于这类输运问题的研究，Pad6逼近是一种强大的理论工具。
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溅射物理是粒子同固体相互作用物理学的一个

重要组成部分。溅射在溅射离子源、二次离子质谱

分析、离子束分析、核辐射防护、微电子技术、溅

射镀膜、离子镀、粒子束刻蚀、表面细微加工、微

型机械零件制造以及离子柬与生物材料的相互作用

等领域都有着广泛的应用。sigmund理论已被世界

同行公认为传统的溅射理论。但由于溅射现象本身

的复杂性以及分析测量技术的困难，Sigmund的溅

射理论尚不完善。鉴于实验测量和计算机模拟两个

方面都表明了溅射各向异性的存在，张竹林于1999

年发表了多元靶碰撞级联中的各向异性原子谱理论

公式【l’2】。这个公式由两项构成：第一项为能量淀积

所产生的各向同性项，这就是著名的sigmund溅射
理论；第二项就是由动量淀积产生的各向异性修正

项。1994年，俄罗斯理论家Glazov发表了三篇论

文In。5l，从解析理论，尤其是高精度数值计算(28

位小数，300阶矩)论证动量和能量淀积分布函数

在靶表面存在奇点或不连续。Glazov的这三篇论文

十分引人注目，曾多次被引用【61。2002年，对于离

子束轰击无定型靶，基于材料的平移不变性，张竹

林证明了能量和动量淀积深度分布函数为无限可微

函数，如果他们存在的话【7 J。本文的重点就是：(1)

用解析法证明G1azov动量和能量淀积方程是错误

的；(2)运用Pad6逼近瑙1加更高精度数值计算(500

位小数，980阶矩)，重新研究能量淀积分布函数分

布。

1 Glazov理论及其问题

考虑一无定型靶，Ⅳ为原子数密度(原子数／m3)

以及M为原子量，令轴沿正方向垂直靶表面并指向

靶内，z=0表示靶表面，z轴表示深度。假定另一原

子量为M的原子以速度为D(能量为E={Mu2)

射人到上述靶内并在其中碰撞激发碰撞级联。

P(z，D)表示碰撞级联中动量淀积分布函数，亦即

乒(z，D)dz表示淀积在深度范围z到z+dz之间平均

动量沿z轴方向的分量。在线性碰撞级联范围内，

根据靶材料的平移不变性，P(z，D)满足如下线性

BoltzmaJln方程【8】：

弛石)=Ⅳ万z』d盯[芦(z，∥)+配矿)]+

(1一Ⅳ甜z)F(z一77万z，6) (1)

这里，总散射截面仃必须为有限，因为概率
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ⅣD万z必须小于1。根据动量守恒，我们还可得到

归一化条件：广(蜉(z，D)：Mu77。式中：77为入

射原子运动方向和z轴正方向之间的夹角的余弦；

d仃=d盯(D；∥，矿)为一个原子以速度D撞击另一个

静止原子的微分散射截面(∥和矿分别为散射原子

和反冲原子的速度)。这里MD是入射原子的初始动

量。文献【3—5】中，方程(1)常写成如下形式：

一叩aP(z，D)／良=Ⅳ【d仃×
．一 B

P(z，D)一尸(z，6’)一P(z，D”)l (2)

通常求解方程(2)用的是幂指数微分散射截面：

d仃(E，丁)=CE一”r-1一”d丁，1>，扎>O (3)

其总散射截面仃=f d盯(E，丁)为无限大。也就

是说，方程(2)并不一定与方程(1)等价。考虑

如下幂指数微分散射截面：

㈣耻F丁‘1⋯盯’凳刃封E(4)0， 其它

这里掌为一独立参数且l>f≥0。当然，若

f=0，(4)式就简化为著名的指数散射截面(3)。

若善≠o，(4)的总散射截面仃=I二d盯(E，丁)为有

限，方程(2)与方程(1)等价。在这个情况下，

可以将f看作参数并将(4)代入到方程(2)求解。

如果当f趋于零时，方程(2)的解一致收敛于某个

分布函数并且使得方程(2)的右边积分有限，方程

(2)与方程(1)的等效性才可以延拓到f=0。求

解方程(1)、(2)的标准方法由S追mund等【81给出，

发现P(z，6)具有一个很简单的标度关系并可写成

如下形式：

F(z，D)=去(2朋’)0’5ⅣcEn5-2”F(z，77) (5)
j

这里工=zⅣC／E2⋯为无单位的约化深度；

77=cos秒，秒为入射角。将F(工，77)用勒让德

(kgendre)多项式展开：

F(工，77)=∑(2L+1)罡(刁)吒(工) (6)

司得F(石，77)的各阶矩：
目

F”(77)=I出-工“F(工，刁)0L∞

=∑(2L+1)咒(刁)硭，，l=o，1，2，3，⋯

以及如下递推公式：

硭兰E，吒c工，出=篆等蠢黼，
n=1，2，3，4，⋯ (7)

若

，￡(s)==ff一1一”df×

[1一只(√再)．(1_f)5一吃(以)∥]≠o，
归一化条件可给出递推初值：

硭=屯，这里皖。={：：， 三三三
(1)Glazov“奇点”的解析理论根源

与上述传统方法‘踟不同，Glazov直接将标度关

系(6)代入到方程(2)中，推导出如下关于

吒(工)(E。兰O)的积微分方程：

一丢[L‰(卅(L+1)‰(工)】=(2L+1)×
cf-11df【R(x)一最(√l—f)(1一f)n5。2“×
’

瓦(√(1一f)2“)一最(圻)户乒2“吒(√f2”)】(8)

这里的f=丁／E，与文献[8】中LiIldIlard，

w．mterbon等用的f=孑刀％无关。很明显，当孝≠O
时，Glazov方程(8)与方程(1)等价，因而是正

确的。但是，在文献【3—5]中，Glazov代入的是幂

指数微分散射截面(3)，亦即f=0。这样，Glazov

方程(8)与方程(1)可能不等价。正是根据方程

(8)，Glazov发现动量淀积分布函数的所谓“奇

点”。具体分析如下：

为简单明了起见，只考虑m=O．5。若b0，Glazov
方程(8)简化为

一丢驰)=p5dr[驰)一
(1一f)-o·5昂(吖(1一f))一f-o-5R(叫f)]

(9)

只考虑方程(9)右边的最后一项的贡献，于是
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是完全不可能的。利用公式(14)的计算结果作苁七，，7)

以及五(足)的傅立叶逆变换，精度显然过低。考虑一

个分布函数凡r)，一00<联∞。它的傅立叶变换为贝足)，

一00砒<∞。但由于频率受级数(14)发散的限制，仿

佛只能通过一个有限的频率窗口来观察。这时，火．|：：)，

一∞<k00就被代以

mh㈣·似)=∥’I等警
此处g(忌)=rect(足)，称为截断函数，它的傅立叶

逆变换是G∽=sin(忌晦)，(7【功。这就相当于原来的分

布函数．艄被如下分布函数所替代：

H(工)=rG(y矿(工一y)时
它的效果就是把．月∞平滑化，从而破坏了分布

函数的精细结构，尤其在原点胆0附近。由截断函

数的傅立叶逆变换G∽=sill(七畔)／(兀功，我们可以将

矾庐缸看成约化深度工的分辨区间。可见，频域区
间与约化深度z的分辨区间存在着测不准关系

k缸=兀 (15)

当然希望血越小越好。如果％趋于无穷大，缸
就趋于0，那么G∽豸∽。于是，脚∞=撒)就是严
格的了。对于使用有限个矩、有限精度的数值计算

而言，％趋于无穷大是不可能的，就是说，血不可

能为0。事实上，由傅立叶变换立即可得

J F(o，7’}：广戤J m，叩’}‘ ，= _ ‘lK‘ ，

【吒(o)J
k

【，L(Ji：)J

尺0，叩)和凡(0)的严格计算要求为Ji：：o一∞，或者

惦0，尤其当L=1，3，5，7，⋯，凡0)为偶函数时。如
图1所示，G1azov的计算结果为幻“0。测不准关

系(15)给出其约化深度工的分辨区间缸卸．1。

2利用Pa畦逼近计算动量淀积分布函数

前面讨论了用多项式(14)逼近贝屯，『)，但逼近

效果差。假定，(z)三∑cjzi在∽，曲上具有
j-O

^，．n+，，l+l阶导数，如果有理函数

R。(z)= 鱼±刍兰±：：：±丝墨：：三盟
1+岛z+⋯+kz”Q_(z)

其中，P。(z)与Q。(z)互质，且满足条件

硝0(o)=厂‘’’(o)，歹=o，1，2，⋯，，z+m

(16)

则称尺。。(z)为函数苁z)在z=0处的(n，，，1)阶Pad6逼近，

记作月(，l，m)。可以证明：有理函数尺。(z)是贝z)的(，z，，，z)

阶Pad6逼近的充要条件是多项式R(z)以及Q。(z)

的系数伽，口h．一，％及易1，易2，⋯，易。由以下求解Pad6

方程给出：

[
％

q

吃
●

：

乜m

co 0 0

cl c0 O

c2 cl c0

轨

吃
：
●

阮

％ cm一1 cm一2
⋯
cb

％+1

％+2
●

：

％+P

％

岛

吃
：
●

‰

如果矩阵中c的下标水0，则令础。鉴于尺。(z)
是z的有理函数，它的傅立叶逆变换是很容易求出

的。基于Pad6逼近，根据矩J P(77)}，可以重建
【硭 J

∞’)，一巳三采仞’旧
我们利用数值计算软件Maple9．5对多项式

(14)进行了500位小数、980阶矩的Pad∈逼近

尺(490，490)高精度计算。结果表明至少当k630时

以七，，7)以及五(忌)均不发散。测不准关系(15)给出其

约化深度x的分辨区间缸踟．005。图2中实线表示

直接由P(，7)计算得出的／冰，，7)，图3中实线表示直

接由凡“计算得出的似七)，这里L=0，1，2，3，4，5，6，7。
计算表明：当D20时，l五∞|<0．00l，所以，基本
上可以不计。事实上，若略去如20(忌)，(7)式简化
为

20

，(七，叮)=∑(2己+1)置(刁)五(七) (17)
L=0

图2中虚线表示由(17)式计算得出的火庀，，7)。

可见，两者吻合得很好。
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图2傅立叶变换兵七，，7)的实部(上)和虚部(下)对七的函
数关系。胙=1，2，栌1(1)，叩=0．8(2)，叩=0．6(3)，玎=o．4(4)，

叩=o．2(5)，叩=0(6)

ng．2 D印endendes of tlle real(up)aIld imagiIlary(down)

pans of山e Fo嘶er transfoⅡn贝t叩)on七．胆：1，2，栌1(1)，
叩=0．8(2)'叩=o．6(3)，叩=o．4(4)，，7=：o．2(5)，叩=O(6)

3结论

(1)本文仔细分析了Gl配ov提出的动量淀积

分布函数解析理论，发现该理论的基本方程是错误

的，并找出G1azov文的错误根源。可见以Glazov

文中错误的基本方程为基础所推出的一切其他结论

都是不可靠的。

(2)本文重复了Glazov的数值计算工作，发

现Glazov文中所用的28位精度300阶矩计算远远

达不到Glazov文中所给出的结论以及图示。

(3)本文提出并实施了利用Pad6逼近以及高

精度数值计算(500位小数，980阶矩)可以提高计

算效果10倍以上。

(4)本文利用Pad6逼近以及高精度数值计算

的计算结果表明：就m=1，2的动量淀积分布函数

风x，叩)而言，其勒让德展开式(7)中，亿20∽基本
上可以忽略不计。

3．O

0

．I．0

0

(I

．1 O

巳¨”。‘2。+1’

、
- ＼z=j

|
＼ L=3．。＼／父：
～一弋◆么矿一l
jH 砷o(2L+l
L=0

‘夕
／、
、 悠～。jf

．．＼／1、一1＼岵厂·
L／

图3傅立叶变换五∞对七的函数关系，这里，厶=o，1，2，3，4，
5，6，7。m=1，2

Fi93 D印cndcncies of ttle Fo丽er廿aIlsfonn五(七)on七，here，
厶柏，1，2，3，4，5，6，7．，，声1／2
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Research on momentum deposition depth distribution based on analytical

and numerical methods

ZHANG Lail XU Fen92 ZHANG Zhulin2
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Abstract Based on bom aIlalytical aIld numerical me山ods，me autllorS have invesdgated a meoDr propos酣by

GlazoV iIl 1994 for findirIg山e d印山distributions of momentum d印osition by atomic particles iIl elaSdc comsions．n

is shown tllat也e加tegro—di丘色rendal equadons deriVed by GlazoV are iIlcon℃ct because of山e“entaIlglement'’of two

耐百nal ind印endent V撕ables．The“singul耐ty'’of tlle distribudons at山e target surface ori百natf姐h-om me

“entaIIglement”．The姐ditional Boltzmarul位msport equation of山e d印tll distribudons of rnomenmm deposition

c她not be equivalent to me GlazoV’s equadon．111erefore，all of山e results d耐ved舶m me Glazov’s equation tⅢm酣

out to be quesdonable．On山e otller hand，山e numerical calculadons诵山tli曲accumcy(usually the moments were

found up to，l=300、】lrit}l 28-decimal—di百ts precision)published by G1azov at me s锄e dIne were r印eated iIl this work'

arId it was shown出at c11e(Hazoy’s numer{cal resulcs were not acc啪ce enough to r印roduce most of figs iII llis work

IIl“s work，tIle Pad6 appro】【imadon h髂been used诵tll tligher accuracy(tlle rnoments found up to n=980州tll

5吣deciIIlal—di豳precision)to coIIlpute山e FouIier咖sfom of山e momentIlm d印osidon d印th disnjbu曲n
funcdons贝t叩)aIId五(七)．our n哪耐cal results show tllat tlle Pad6印pro】【imation is apowerful tool to research tllese

dept}l distribudon funcdons．

Key words Transport equadon，Momentum d印osidon d印山dis扛ibution，Pad6 approxiIrIation
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